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Ztozonos¢ obliczeniowa —
miara efektywnosci algorytmu

Ztozonos¢ obliczeniowa wyraza zalezno$é czasu ,,t” wykonywania algorytmu
(tj. liczby operaciji potrzebnych do wykonania algorytmu)
od liczby elementéw ,,n” zbioru (n), na ktérym dziata dany algorytm.

t = f(n)

Poniewaz dokladna postac tej zaleznosci moze byé skomplikowana,
zwykle rozwaza si¢ jedynie jej przyblizenie, tzw. jest postaé asymptotyczng

f(n) = n2 + 100n + log;,n + 1000

f(n) = n2




PostaC asymptotyczna

Dla n dazacego do nieskonczonosci, funkcja f(n)
dazy asymptotycznie do wartosci dominujacego sktadnika
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f(n) = n + 10-log,4(n) n— o f(n) =n

Dominujacy sktadnik

Wptyw dominacji postaci asymptotycznej uwidacznia sie dla
dopiero ,,odpowiednio duzych” wartosci n

Dla ,,mniejszych” wartosci n, algorytm moze wykazywa¢ inne
wiasnosci — dobér algorytméw powinien dotyczyé
przewidywanych zakreséw zastosowan.
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f(n) = n2 + n + n-log(n)




Postac asymptotyczna - przyktad

f(n) = n2 + 100n + log;,n + 1000

n f(n) n2 100n log,on 1000

1 1101 0.1% 9% - 0% 91%
10 2101 4.8% 48% 0.05% 48%
100 21002 48% 48% 0.001% |4.8%
103 1101003 | 91% 9% 0.0003% | 0.09%
104 99% 1% - 0% 0.001%
10° 99.9% 0.1% — 0% - 0%

f(n>105) ~ n2 (btad < 0.1%)

Notacja ©

Definicja:
Funkcja f(n) jest rzedu ®(g(n)) jesli istniejg liczby
dodatnie ci N takie, ze f(n) < c-g(n) dla wszystkich n>N

Funkcja g(n) jest ztozono$cig obliczeniowg w sensie 6().

Notacja () jest tzw. pesymistyczng oceng ztozonoci
obliczeniowej — opisuje ztozonos¢ najgorszego przypadku
(t. jest to ograniczenie goérne funkgcji f(n) dla wszystkich
mozliwych przypadkdéw danych dla algorytmu.)

Np. algorytm przeszukiwania liniowego: ®(n), ale mozemy
znalez¢ element juz w pierwszym kroku algorytmu.




Niektore wiasnosci notacji ®

f(n)=c-g(n) jest ©(g(n))
np. 1000n* jest &(n?)
f(n)=nk jest @(nk*)
np. 7n% - 3n3 + 4n2 - 12n +102 jest O(n?)
f(n)=log,n jest O(log,n)
np. 4log,sn jest G(log,n)
f(n) jest ®(g(n)) i g(n) jest ®(h(n)) = f(n) jest ®(h(n))

np. log,,(n3+n?+n) jest &log,,n3) i log,,n3 jest Alog,n3)
= log,,(n3+n?+n) jest &(log,n3)

f(n) jest ®(h(n)) i g(n) jest ®(h(n)) = f(n)+g(n) jest ®(h(n))
np. (6n?-7n - 2) + (0.5n2 - log,,n) jest O(n?)

Wybrane algorytmy
Przeszukiwanie binarne: O(log(n))
Przeszukiwanie liniowe: O(n)
Sortowanie stogowe: O(n-log(n))
Sortowanie proste: O(n?)
,Wieza w Hanoi”: D
»Problem komowojazera” (TSP): O(n!)




Problem komiwojazera (TSP)
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Przyktad z roku 1998: § 15 E
Optymalna trasa przez 3038 punktow. A fﬂ;

Wykorzystano iteracyjny algorytm g *d iy & 3\ ﬂj ‘}
poszukiwan, ktéry daje rozwigzanie z \g i

z zatozong doktadnoscig (np. nie i z;‘ w L EA i
gorszg niz 5% od optimum). s

Do rozwigzania wykorzystano jeden

400 MHz Digital AlphaServer 4100,
czas obliczen 1.5 dnia.

Zastosowanie: optymalizacja
trasy wiercenia otworéw w
ptytka drukowanych (PCB)

SRR

http://www.cs.rutgers.edu/~chvatal/pcb3038.html

Ograniczenia ztozonos$ci obliczeniowe;

np.

O(n%) ——»

om3) —

Oo(n) —»

O(n*log n) —*

Ograniczenie gorne zwiazane
jest z najlepszym znanym
algorytmem rozwiazania
danego problemu.

luka algorytmiczna

problem otwarty — ogr.gérne > ogr. doine
problem zamkniety — ogr.gorne = ogr. dolne

Ograniczenie dolne zwigzane

jest z matematycznym dowodem
niemozliwosci rozwiazania problemu
za pomoca mniejszej niz wykazana
liczby operacji
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Ztozonosc rozsgdna i nierozsadna

1 stata
logn logarytmiczna
n liniowa
n*log n liniowo-logarytmiczna
n2 kwadratowa
nk wielomianowa
2" wykladnicza
n! silnia
n"
o(*) 10 50 100 300 1000
nlogn 33 282 665 2469 9966
n2 100 2500 10,000 90,000 1,000,000
n3 1000 125000 1,000,000 27min 1mld (10-cyfr)
2n 1024 16-cyfr 31-cyfr 91-cyfr ©
n! 3,6mid 65-cyfr 161-cyfr © ©
nn 10mid 85-cyfr 201-cyfr © ©
dla poréwnania: liczba protonéw we wszechswiecie — 126-cyfr

liczba mikrosekund od powstania wszechswiata — 24 cyfry 1

Ztozonosc obliczeniowa - przykfad

Sortowanie zbioru n=1,000,000
(stowniki, ksigzki telefoniczne, bazy danych)

Proste metody sortowania O(n2) (wstawianie, wybieranie, bagbelkowe)

Sprzet Czas

1mln op/s = 12 dni

100,000 op/s = 4 miesigce
10,000 op/s = 3 lata

Zaawansowane metody sortowania O(n*log(n)) (stogowe, przez podziat)

Sprzet Czas

1mln op/s =6s

100,000 op/s = 1 min
10,000 op/s = 10 min

(op/s — dotyczy operacji na elementach sortowanego zbioru, ktére
moggq byc¢ bardziej ztoZone niz elementarne operacje procesora) 12




Ztozonosc obliczeniowa - przykfad

Sortowanie zbioru n=1,000,000,000
(symulacje fizyczne, astronomiczne, biologiczne)

Proste metody sortowania O(n?2) (wstawianie, wybieranie, babelkowe)

Sprzet Czas
1mln op/s = 31700 lat

Zaawansowane metody sortowania O(n*log(n)) (stogowe, przez podziat)

Sprzet Czas

1mln op/s = 2.5h

100,000 op/s = 1 dzien
10,000 op/s = 10 dni

(op/s — dotyczy operacji na elementach sortowanego zbioru, ktére
moggq byc¢ bardziej ztoZone niz elementarne operacje procesora) 13

Notacja Q

Definicja:
Funkcja f(n) jest rzedu Q(g(n)) jesli istniejg liczby
dodatnie ci N takie, ze f(n) > c-g(n) dla wszystkich n>N

Funkcja g(n) jest ztozonoscig obliczeniowg w sensie Q().

Notacja Q() jest tzw. optymistyczng oceng ztozonosci
obliczeniowej — opisuje ztozonos¢ najlepszego przypadku
(tj. jest to ograniczenie dolne funkcji f(n) dla wszystkich
mozliwych przypadkdéw danych dla algorytmu.)

Np. algorytm przeszukiwania liniowego: ®(n), ale (1),
bo mozemy znalez¢ element juz w pierwszym kroku algorytmu.
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Uwagi n/t ©() i Q()

Oprocz czasowej istnieje tez pamieciowa ztozonos¢ obliczeniowa,
tj wymaganie na zajeto$¢ pamieci komputera. Istotne znaczenie
ma zwykle kompromis czas*pamie¢ ztozonosci obliczeniowej.

W konkretnych zastosowaniach nie wolno lekcewazy¢ czynnikéw
stalych wydajnosci algorytmow.
Np. 108n > 10*n2 dla szerokiego zakresu n, mimo iz ®(n) << ©(n2)

Notacje ®(n) i Q)() opisuja goérne i doine ograniczenie, ale wszystkich
mozliwych sytuacji. W praktyce wazne jest zwykle prawdopodobienstwo
uktadu danych, co powoduje, ze efektywna ztozono$¢ jest gdzies
pomiedzy ®(n) i Q(). Np. Quicksort jest ®(n2) ale w praktyce ®(n*log n)

W algorytmach numerycznych wzgledy doktadnosci i stabilnosci
mog3 by¢ duzo wazniejsze o szybkosci obliczen.

15

Ocena ztozonosci obliczeniowej

Pojedyncza instrukcja: ©(1)
czas wykonania pojedynczych instrukcji jest zwykle
poréwnywalny, sekwencja i selekcja tez jest ©(1).

Uwaga na instrukcje, ktére sa istotnie ztozone, np. wywotania procedur,
funkcji, przecigzone operatory (np. dodawanie tablic).

Cykl: ©(n)
czas wykonania pojedynczego cyklu jest ®(n).

FOR i:=1 TO n DO
BEGIN

END

16




Ocena ztozonosci obliczeniowej, c.d.

Cykle zagniezdzone: O(nk)

czas wykonania jest iloczynem k-czaséw pojedynczego
cyklu (n*n*..*n) i jest O(nk),
jesli zakresy cykli sg niezalezne.

FOR i:=1 TO n DO
FOR j:=1 TO n DO
FOR k:=1 TO n DO

BEGIN o(nd)

END

Oczywiscie, w algorytmach nie zawsze jest konieczne wykonanie wszystkich cykli do konca,

jednak zwykle zwieksza to tylko szybkos$¢ o czynnik staty lub poprawia ztozonos¢ srednia.
17

Ocena ztozonosci obliczeniowej, c.d.

Rekurencja:
nalezy bra¢ pod uwage zaréwno ztozonosé
czasowg jak i pamieciowg

Rekurencja prosta: (pojedynczy odwotanie rekurencyjne)
decyduje tempo dochodzenia do konca,
czyli redukcji skali problemu

Silnia: Bisekcja; Procedure bisekcja(a,b)
c:=(atb) /2
n! = n*(n-1)"! IF x>c THEN bisekcja(c,b)
ELSE bisekcja(a,c)
Liniowa redukcja skali problemu, Logarytmiczna redukcja skali problemu,

ztozonos¢ (czasowa i pamigciowa) ®(n) ztozono$¢ (czasowa i pamieciowa) ®(log n)

18




Ocena ztozonosci obliczeniowej, c.d.

Rekurencja wielokrotna: ®(kP) — ztozonos¢ wyktadnicza
(wielokrotne odwotanie rekurencyjne)
decyduje krotnos¢é wywotan i redukcja skali problemu

Rec2 (n)=Rec2(n-1) op Rec2(n-1) k - krotnos¢ wywotar

@ rekurencyjnych

Rekurencja dwukrotna

z liniowa redukcjq problemu P - liczba pozioméw
wywotan zalezy
od tempa redukcji
problemu

Ciag Fibbonacciego (wz6r rekurencyjny): F(n) = F(n-1) + F(n-2)

Rekurencja dwukrotna +liniowa redukcja skali problemu:
ztozonos¢ (czasowa i pamieciowa) ®(2")

F(100) wg tego wzoru jest poza zasiegiem mozliwosci wspdtczesnych komputerdw 19

Klasy P, NP, NPC

P — Polinomial-time Problems (wielomianowe)
klasa probleméw, dla kt6rych istniejg algorytmy o ztozonosSci czasowej
wielomianowej ®(n¥), ogdlnie przyjmowane jako tatwo rozwigzywalne
(np. sortowania, wyszukiwania, operacje macierzowe, etc..)

NP — Nondeterministic Polinomial-time Problems

(wielomianowe niedeterministyczne)

klasa probleméw, ktére majg niedeterministyczne algorytmy

0 czasie wielomianowym. Algorytmy takie bylyby tatwe, gdyby
istniat mechanizm ,zgadywania” pewnych rozwigzan w kolejnych
iteracjach algorytmu.

NPC - Nondeterministic Polinomial-time Complete Problems

(wielomianowe niedeterministyczne zupeine)
klasa problemoéw NP, ktérych rozwigzania mozna do siebie wzajemnie
sprowadzié — rozwigzanie jednego problemu NPC pocigga za sobg

mozliwo$é rozwigzania ich wszystkich.
20




P=NP?

Do klasy NPC nalezy wiele bardzo istotnych dla nauki probleméw:
faktoryzacja liczb (famanie szyfrow),
poszukiwanie drég i potaczen (TSP),
szeregowanie i dopasowywanie (plan zajec),
weryfikacja systemoéw logicznych (spdéjnos¢ prawa),
pokrycia powierzchni dwuwymiarowych (uktadanki),
kolorowanie map i graféw (mapa o trzech barwach)...

Jak dotad nikt nie udowodnit, ze problemy NPC nie sg tatwo rozwigzywalne.

Problemy NPC sg trudno rozwigzywalne, ale ich rozwigzania sq,
bardzo tatwe to weryfikacji (np. weryfikacja podzielnosci liczby).

Los probleméw NPC jest scisle ze sobg zwigzany:

- znalezienie rozwigzania jednego z nich oznacza rozwigzanie wszystkich,
- wykluczenie fatwej rozwigqzywalnos¢ jednego z nich, zamyka droge wszystkim

e o)) ?

21

Poza NP ...

Istniejg problemy, co do ktérych mozna udowodni¢ ,trudng”
rozwigzywalnos¢, a zatem nie nalezg one do klasy NP.
~Trudna rozwigzywalnos¢” oznacza zwykle wyktadnicze (2n)

dolne graniczenie ztozonos¢ obliczeniowej.
(dynamiczna logika zdan)

Istniejg problemy, ktére maja dolne ograniczenie ztozonosci
w postaci funkcji np. funkcji n-krotnie wykfadniczej (22", 222")
(rachunek zdan w formalizmach matematycznych)

Istnieja problemy, co do ktérych udowodniono nierozstrzygalnos¢,
tj. niemozliwos¢ ukoriczenia w dowolnie dtugim czasie i z dowolnie
duza pamieciq.

22
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Algorytmy ,dziel i zwyciezaj”

Istotq tej techniki jest podziat problemu na mniejsze podproblemy,

ktore dzielimy dalej na coraz mniejsze, uzywajac tej samej metody,

az rozmiar problemu stanie sie tak maty, ze rozwigzanie bedzie oczywiste
lub bedzie mozna uzy¢ jakiej$ innej efektywnej metody rozwigzania.

Rozwigzanie catego problemu nastepuje po ztozenie rozwigzan
czastkowych w catosc.

Metoda zazwyczaj implementowana jest z zastosowaniem technik
Rekurencyjnych.

Przyktady:

e sortowanie przez podziat, sortowanie przez scalanie

e wyszukiwanie binarne, wyszukiwanie minimum (lub maksimum)
e mnozenie duzych liczb catkowitych

23

Algorytmy zachtanne

Istotg tej techniki jest podejmowanie krokéw dajacych najlepszy efekt
w danym momencie, nie troszczac sie o konsekwencje w przysztosci,
czyli w kazdym kroku decyzja jest lokalnie optymalna.

Zaletq jest to, ze nie traci sie czasu na rozwazanie co moze sie sta¢ pdzniej.

Okazuje sie, ze w wielu sytuacjach jest to postepowanie optymalne
dla catego problemu.

Przyktady:

e problem kasjera: wydawanie reszty o minimalnej liczbie monet
e znajdowanie drzew rozpinajacych (optymalizacja sieci)

e problem plecakowy ciggty

24
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Algorytmy z programowaniem
dynamicznym

Technika ta wykorzystuje taka wiasnos¢ algorytmu, ze aby go rozwigzag,
trzeba tez rozwigzac¢ wszystkie podproblemy, z ktérych sie sktada,

zapamietac ich wyniki i wykorzystac je do rozwigzania problemu gtéwnego.

Pewne algorytmy czesto muszg rozwigzywac te same podproblmy
wielokrotnie, co znacznie wydtuza ich czas dziatania. Mozliwo$¢

korzystania z gotowych wynikéw podproblemoéw redukuje tg niedogodnosc.

Przyktady:

e obliczanie ciggu Fibbonacciego

e problemy triangulacyjne (grafika 3D)

e problem plecakowy dyskretny

¢ znajdowanie minimalnej Sciezki (znuzeni wedrowcy)
. e
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Algorytmy z powrotami

Techniki z powrotami stosuje sie do problemoéw, ktére wigza sie
z podejmowaniem decyzji na podstawie pewnej strategii,
przypominajacej gry, np. kétko-krzyzyk, warcaby, szachy,...

Rozwigzanie problemu jest zdefiniowane jako poszukiwanie
jakiego$ rozwigzania wsrod wielu mozliwych przypadkéw (stanéw)
bedacych rozwigzaniem albo mogacych do niego prowadzic.
Czasami mogaq istnie¢ stany ktére nie prowadzg do rozwigzania.

Metoda powrotdw wymaga zapamietania wszystkich wykonanych
ruchow czy tez wszystkich odwiedzonych stanéw aby mozliwe byto
cofanie posuniec.

Liczba stanéw moze by¢ ogromna, wiec odwiedzenia wszystkich
stanéw, moze by¢ zbyt kosztowne. Zwykle wprowadza sie metody
oceny wartosci nastepnego posuniecia, odrzucajac stany nie
dajace wiele nadziej na pomyslne rozwigzanie.

26
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Heurystyki

Istnieje bardzo wiele praktycznych sytuacji, gdy wymagane jest
jakiekolwiek pozytywne rozwigzanie problemu, ktéry jest ,trudno”
rozwigzywalny (NP).

Algorytmy, ktére nie dajg gwarancji znalezienia optymalnego
rozwigzania, ale jednak prowadza do uzyskiwania warto$ciowych
rozwiazan, nazywamy heurystykami.

Heurystyka, to taka strategia postepowania dla danego problemu,
ktora, cho¢ nie gwarantuje uzyskania optimum, pozwala

za znalezienie rozwigzania, czesto gwarantujac okreslone
prawdopodobienstwo jego uzyskania lub margines btedu.
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